
TẠP CHÍ KHOA HỌC - ĐẠI HỌC ĐỒNG NAI, SỐ 31 - 2024                     ISSN 2354-1482 

105 

ĐỘ RỘNG HOÁN TỬ CỦA NHÓM  ,SLRB D   

Nguyễn Thị Thái Hà 

Trường Đại học Giao thông vận tải 

Số 3 Phố Cầu Giấy, Phường Láng Thượng, Quận Đống Đa, Thành phố Hà Nội, Việt Nam   

Email liên hệ: hantt_ph@utc.edu.vn 

(Ngày nhận bài: 17/4/2024, ngày nhận bài chỉnh sửa: 15/5/2024, ngày duyệt đăng: 21/6/2024) 

TÓM TẮT 

Mục tiêu của bài báo là phân tích các ma trận vô hạn trong nhóm con 

 ,GLRB D  của nhóm Vershik-Kerov. Chính xác hơn, chúng tôi mô tả nhóm con 

hoán tử của nhóm  ,GLRB D  khi D  là vành chia và chỉ ra rằng   ,GL 1RB D   

khi D  là trường vô hạn hoặc vành chia có số chiều tối đa là 4.  

Từ khóa: Vành chia; phân tích ma trận; độ rộng hoán tử 

  1. Giới thiệu 

Cho G  là nhóm với tâm  Z G . 

Với mọi phần tử a , b  trong nhóm G , 

ta định nghĩa hoán tử của a  và b  là 

  1 1,a b aba b  . Đặt 'G  là nhóm con 

hoán tử của G , nghĩa là, 'G  là nhóm 

con của G  được sinh bởi  ,a b  với mọi 

,a b  trong .G  Khi đó, mỗi phần tử 

 ' \ 1g G  tồn tại số nguyên dương n  

sao cho g  có thể biểu diễn dưới dạng 

tích của n  hoán tử không tầm thường 

    1 1 2 2, , ,n na b a b a b  với 1, ,i n   

và  , \ .i ia b G Z G  Độ dài hoán tử của 

 '\ 1g G , được ký hiệu là  g , là số 

nguyên dương nhỏ nhất n  sao cho g  

có thể được viết dưới dạng tích của n  

hoán tử trong G . Chúng tôi quy ước 

 1 0 . Độ rộng hoán tử của nhóm 

,G  được ký hiệu là  ,G  là chận trên 

nhỏ nhất của   ' .g g G∣  Nói riêng, 

nếu G  là nhóm aben thì   0.G 
 

Cho D  là vành chia, trong bài báo 

chúng tôi sử dụng các ký hiệu phổ biến 

trong lý thuyết nhóm để mô tả các đối 

tượng. Cụ thể, ký hiệu  GLn D  đề cập 

đến nhóm các ma trận khả nghịch cấp 

n
 
trên vành chia D , trong khi  SLn D  

biểu thị nhóm tuyến tính đặc biệt, bao 

gồm các ma trận có định thức bằng 1. 

Ngoài ra, chúng tôi sử dụng  Tn D  và 

 n D  để chỉ các nhóm của các ma 

trận tam giác trên, với 

nhóm  n D chứa các ma trận tam 

giác trên có các phần tử thuộc đường 

chéo bằng 1. 

Trong bài viết, chúng tôi tập trung 

vào việc đánh giá độ rộng hoán tử của 

nhóm con  ,GLRB D  của nhóm 

Vershik-Kerov  ,GLVK D . Nhắc lại 

rằng nhóm Vershik-Kerov bao gồm các 

ma trận vô hạn với mỗi cột chứa một số 

hữu hạn các phần tử khác không. Nhóm 

con  ,GLRB D  bao gồm các phần tử 
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có dạng 
1 2

0 1

A A



 
 
 

 trong đó 

 1 GLnA D  với n  và 2A  là ma 

trận cấp .n  Để hiểu rõ hơn về các 

nhóm này, chúng tôi đề nghị tham khảo 

trong tài liệu (Slowik, 2012) . Theo 

Định lý 1.2  trong (Slowik, 2012) nếu 

R  là vành giao hoán, kết hợp, thỏa mãn 

điều kiện ổn định có hạng nhiều nhất 

bằng 1 và R  chứa   sao cho 1   khả 

nghịch thì   ,GL 3RB R  . Các kết 

quả chính của bài viết này bao gồm mô 

tả nhóm con hoán tử của nhóm 

 ,GLRB D  và đánh giá độ rộng hoán 

tử của nó. 

Ký hiệu  ,SLRB D  là tập hợp gồm 

các ma trận có dạng 
1 2

0 1

A A



 
 
 

 trong đó 

 1 SLnA D  với n  và 2A  là ma 

trận cấp .n  Chúng tôi chỉ ra rằng 

nếu D  là vành chia thì 

     , , ,SL GL ,GLRB RB RBD D D       

trừ trường hợp 2D   và 2n  . Hơn 

nữa,   ,GL 1RB D   nếu D  là 

trường vô hạn hoặc vành chia có số 

chiều tối đa là 4 . 

Trong bài báo chúng tôi luôn ký 

hiệu D  là vành chia,  * \ 0D D , 

* *' ,D D D     và 1 ,1n   tương ứng là 

các ma trận đơn vị cấp n  và cấp vô hạn. 

 2. Nội dung 

Đầu tiên, chúng tôi cần các bổ đề 

sau đây.  

Bổ đề 2.1.  Cho D  là vành chia và 

 GLnA D . Nếu A  không là ma trận 

vô hướng thì tồn tại ma trận 

 GLnT D  sao cho 1TAT XZY   với 

 ,t

nX Y D và (1, ,1, ).Z diag s  

Hơn nữa, nếu  SLnA D  thì '.s D  

Chứng minh. Bổ đề này là trường 

hợp đặc biệt của Bổ đề 2.1 trong tài liệu 

(Egorchenkova và  Gordeev, 2019). 

Nhắc lại rằng, hai phần tử ,a b G  
được gọi là liên hợp trong nhóm G  nếu 

tồn tại g G  sao cho 
1.b gag   Mệnh 

đề dưới đây cho thấy mọi ma trận trong 

nhóm  D  
có thể viết thành dạng 

hoán tử. 
 
 

Mệnh đề 2.2.  Giả sử vành chia vô 

hạn D  hữu hạn chiều trên tâm và 

 TA D . Nếu các phần tử trên 

đường chéo của A  là các hoán tử thì 

tồn tại  , TB C D  sao cho B  là ma 

trận đường chéo, cấp vô hạn với các 

phần tử đôi một không liên hợp và 
1 1A BCB C  . Hơn nữa, nếu 

 A D  thì với mỗi ma trận đường 

chéo B  thỏa mãn các phần tử đôi một 

không liên hợp, tồn tại ma trận 

 C D  sao cho 
1 1A BCB C  . 

Chứng minh: Mệnh đề 2.2 là kết 

quả của Định lý 1.1 trong tài liệu (Bien 

và nnk., 2023). 

Nhận xét 2.3.   

1. Cho G  là nhóm và .g G  Nếu 

g  là hoán tử thì với mọi h G , phần tử 
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1hgh
 cũng là hoán tử. Thật vậy, giả sử 

1 1g aba b   với ,a b G . Khi đó, với 

mỗi ,h G  ta thấy rằng 

     

1 1 1 1

1 1
1 1 1 1 .

hgh haba b h

hah hbh hah hbh

   

 
   





 

2. Cho 1 i j k     là 

vành chia quaternion thực. Khi đó, theo 

(Wang, 1950) nhóm con hoán tử của *  

là tập hợp  1 1 *' ,aba b a b  ∣ và 

 * 2 2 2 2' 1 .a bi cj dk a b c d        ∣

 

Bây giờ, chúng tôi chỉ ra kết quả 

chính đầu tiên. 

Mệnh đề 2.4.  Cho D  là vành chia. 

Khi đó,  

     , , ,SL GL ,GLRB RB RBD D D     

trừ trường hợp 2D   và 2n  . 

Chứng minh 

 Nếu D  là trường thì mệnh đề này 

được suy ra từ Định lý 4 trong (Draxl, 

1980) và Định lý 1.1 trong (Slowik, 

2012). Bây giờ, ta xét D  là vành chia 

không giao hoán. Xét 

 ,, GL .RBX Y D  Khi đó, tồn tại số 

nguyên dương n  sao cho 

1 2

0 1

X X
X



 
  
 

 và 
1 2

0 1

Y Y
Y



 
  
 

 trong 

đó  1 1, GLnX Y D  và 2 2,X Y  là các 

ma trận cấp .n  Dễ thấy  

1

1 1 2'

0 1

X X
X






 

  
 

 , 

1

1 1 2'

0 1

Y Y
Y






 

  
 

  

với 2 2' , 'X Y  là các ma trận cấp n . 

Suy ra 

1 1

1 1
1 2 1 2 1 2 1 2

1 1
1 1 1 1

' '

0 1 0 1 0 1 0 1

0 1

XYX Y

X X Y Y X X Y Y

X Y X Y Z

   

 

 

 



    
       
    

 
   
 

với  

1

1 1 1 2 1 1 2 1 2 2' 'Z X Y X Y X Y X X Y X    .  

Để ý rằng  1 1 SLnXYX Y D   , vì vậy 

 1 1

,SLRBXYX Y D

    và 

     , , ,GL ,GL SL .RB RB RBD D D     

 

Bây giờ, ta giả sử  ,SLRBX D . 

Khi đó, tồn tại số nguyên dương n  sao 

cho X  có dạng 
1 2

0 1

X X
X



 
  
 

 với 

 1 SLnX D . Đặt 

1
1 1 2

0 1
 và  .

0 1 0 1

n
A X X

Y Z
 

  
    
   

 

Khi đó, X YZ . Theo Định lý 4  trong 

tài liệu (Draxl, 1980) suy ra  

   1 GL ,GLn nX D D    

nên  

   , ,GL ,GLRB RBY D D    . 

Chọn  SLnT D  sao cho ma trận 

 1nT   khả nghịch. Khi đó,  

0

0 1

T



 
 
 

, 
 

1 1

1 21 1

0 1

n nT X X



  
  
 
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là các ma trận trong  ,GLRB D . Hơn 

nữa, 

 
1 1

1 2
0 1 1

, .
0 1 0 1

n n
T T X X

Z
 

     
      
     

Vì vậy,  

   , ,GL ,GL .RB RBYZ D D     

Do đó, 

     , , ,SL GL ,GL .RB RB RBD D D     

Chứng minh được hoàn tất. 

Để chỉ ra kết quả chính tiếp theo, 

chúng tôi cần bổ đề dưới đây. Ý tưởng 

chứng minh của bổ đề này được lấy từ 

chứng minh của Bổ đề 2.6  trong tài liệu 

(Bien và nnk., 2023). 

Bổ đề 2.5.  Cho D  là vành chia có 

tâm F . Khi đó, mọi phần tử nằm trong 

tâm   ,SLRBZ D  của  ,SLRB D  có 

dạng 
1 0

0 1

n



 
 
 

 với 'F D   . 

Chứng minh  

Xét   ,SL .RBX Z D  Khi đó, 

1X   với F . Ta cần chỉ ra rằng 

'D  . Theo Mệnh đề 2.4, tồn tại 

 1 2 1 2 ,, , , , , , , GLk k RBX X X Y Y Y D    

sao cho 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 2 2 2 2 .k k k kX X Y X Y X Y X Y X Y X Y        

Giả sử tồn tại số nguyên dương n  thỏa 

mãn 1 2

0 1

i i

i

X X
X



 
  
 

 và 1 2

0 1

i i

i

Y Y
Y



 
  
 

 

trong đó  
1 1
, GLi i nX Y D  với mọi 

1 i k  . Khi đó, 1

iX   và 1

iY   là những 

ma trận có dạng  

1 2

1

1
'

0 1

i i

i

X X
X






 

   
 

, 1 2

1

1
'

0 1

i iY Y
Y






 

   
 

 

với 
2 2

' , 'i iX Y  là các ma trận có cấp 

n . Ma trận 1 1

i i i iX Y X Y   có dạng 

1 1 1 1

1 1

1 1

0 1

i i i i i

i i i i

X Y X Y Z
X Y X Y



 

 
 

   
 

, với 

1 ' ' 1

1 1 1 2 1 1 2 3

1 1 1 1

1 2 3 3 2 3 3 3 .

iZ X Y X Y X Y X Y

X Y X Y X Y X Y

 

   

 

 
 

Do đó, các phần tử trên đường chéo của 
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 2 2 2 2 k k k kX Y X Y X Y X Y X Y X Y     
 

đều thuộc 'D . Như vậy n  phần tử đầu 

tiên trên đường chéo của ma trận X  

đều thuộc 'D . Do đó, 
1 0

0 1

n
X



 
  
 

 

với 'F D   . 

Bây giờ, chúng tôi chỉ ra kết quả 

chính của bài viết này. 

Định lý 2.6.  Cho D   là vành chia 

quaternion thực hoặc là trường vô hạn. 

Khi đó,   ,GL 1.RB D   

Chứng minh 

 Ta cần chứng minh mỗi ma trận A  

trong nhóm  ,SLRB D  đều là hoán tử 

của các ma trận trong  ,GL .RB D  Giả 

sử  ,SL .RBA D  

Trường hợp 1. A  là ma trận vô 

hướng. Theo Bổ đề 2.5 ma trận A  có 
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dạng 
1 0

0 1

n
A



 
  
 

 với '.F D   

Theo Bổ đề 2.3, tồn tại 
*,b c D  sao cho 

1 1bcb c   . Vì vậy, nếu ta 

đặt    a, , ,diag ; ,di gb b c cB C 
 

thì 1 11n BCB C   và 
1 0

.
0 1

n
A



 
  
 

 

Định lý 2.6 đã được chỉ ra trong trường 

hợp này. 

Trường hợp 2. A  không là ma trận 

vô hướng. Vì A  không là ma trận vô 

hướng trong nhóm  ,SL ,RB D  nên tồn 

tại hai số nguyên dương phân biệt i  và 

j  sao cho 0ija   hoặc jii ja a . Giả sử 

 1 2

,SL
0 1

RB

A A
A D



 
  
 

 

trong đó  1 SL .nA D  Để ý rằng, ta có 

thể chọn n  lớn hơn i  và .j  Vì vậy, 

không mất tính tổng quát ta giả sử rằng 

1A  không là ma trận vô hướng trong 

 SL .n D  Theo Bổ đề 2.1, tồn tại 

 GLnT D  sao cho 1

1TAT XZY   với 

 ,t

nX Y D ,  1dia ,g 1, sZ   

với 's D . Do đó, nếu đặt 

0
,

0 1

X
P



 
  
 

 

1

2

0 1

ZY X TA
Q



 
  
 

 thì 

1
0 0

.
0 1 0 1

T T
A PQ

 



   
   

   
 

Theo Nhận xét 2.3, để chỉ ra A  là hoán 

tử, ta chỉ cần chỉ ra PQ  là hoán tử. Để 

ý rằng  TQ D  là ma trận có tất cả 

các phần tử trên đường chéo là hoán tử 
1 1

i i i i ia b c b c   với mọi 1.i   Theo 

Mệnh đề 2.2, tồn tại ma trận đường 

chéo, cấp vô hạn S  với các phần tử đôi 

một không liên hợp và  U D  sao 

cho 
1 1Q S U SU  . Rõ ràng 

 tP D , lại theo Mệnh đề 2.2, 

tồn tại  V D  sao cho 

1 1tP SV S V  . Suy ra  

   

 

1 1 1 1

1 1 1 .

t t
t t

t
t

PQ V S V S S U SU

V S V U SU

   

  





 

       
1 1

1 1 1 1
1 1 1 1 .t t t t t t

PQ

V S V U V V S V U V
 

   
   



       
              

Do đó, PQ  là hoán tử.  
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ABSTRACT 

The goal of this paper is to decompose infinite matrices within the subgroup 

 ,GLRB D  of the Vershik-Kerov group. Specifically, we describe the commutator 

subgroup of  ,GLRB D  when D is a division ring and show that   ,GL 1RB D   

when D is either an infinite field or quaternion division ring. 
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