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TOM TAT
Muc tiéu cua bai bdo la phéan tich cac ma trgn v6 hagn trong nhom con
Glgs . (D) cua nhém Vershik-Kerov. Chinh xdc hon, ching téi mé ta nhém con
hoan tir cia nhom Gl (D) khi D Ia vanh chia va chi ra rang (Gl (D))=1
khi D la trirong vO han hodc vanh chia c6 sé chiéu téi da 12 4.

Tar khéa: Vanh chia; phan tich ma trdn,

1. Giéi thi¢u

Cho G la nhém vsi tam Z(G).
Véi moi phan tir a, b trong nhom G,
ta dinh nghia hoan tiz cia a va b 1a
[a,b]=aba”b™. Bat G' la nhém con
hoan tir cia G, nghia 1a, G' la nhém
concia G duoc sinh bai [a,b] véi moi
a,b trong G. Khi d6, mdi phan ti
g eG'\{l} ton tai s6 nguyén dwong n
sao cho g c6 thé biéu dién dudi dang
tich cia n hoan tir khong tam thuong
[a.b][a,.b,].. [a,.b,] véi i=1....n
va a,b €G\Z(G). g dai hoan tir cua
g G\ {1}, duoc ky higu 1a ¢(g), lasé
nguyén duong nho nhat n sao cho g
c6 thé dugc viét dudi dang tich cua n
hoan tu trong G. Chung t6i quy udc
((1)=0. Dj réng hoan tir cua nhom
G, duoc ky hiéu la a)(G), la chan trén
nho nhét cia {¢(g)l g G'}. NGi riéng,

néu G lanhom aben thi w(G)=0.
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do rong hoan tir

Cho D la vanh chia, trong bai bé&o
ching t6i st dung cac ky hiéu phd bién
trong Iy thuyét nhom dé mé ta cac doi
tuong. Cu thé, ky hiéu GL, (D) dé cap
dén nhom cac ma tran kha nghich cip
n trén vanh chia D, trong khi SL, (D)
biéu thi nhém tuyén tinh dic biét, bao
gom c&c ma tran co dinh thtc bang 1.
Ngoai ra, chling t6i sir dung T, (D) va

UT

n
tran tam giac trén,
nhdmUT, (D)chira cac ma tran tam

(D) dé chi cac nhém cua cac ma

voi

giac trén c6 cac phan tir thuoe duong
chéo bang 1.

Trong bai viét, chling ti tap trung
vao viéc danh gia d6 rong hoan tir cua
Glgs (D) cua nhém
Vershik-Kerov  GL,, . (D). Nhic lai
rang nhom Vershik-Kerov bao gém céc
ma tran vo han véi mdi cot chaa mot sé
hitu han céc phan tir khac khéng. Nhom
con Glgg, (D) bao gom céc phan tu

nhém con
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A A
0 1

0

c6 dang { j trong  do

A eGL,(D) véi neN va A, l1a ma
tran cdp nxN. Pé hiéu rd hon vé céc
nhém nay, chung t6i d& nghi tham khao
trong tai liéu (Slowik, 2012) . Theo
Dinh ly 1.2 trong (Slowik, 2012) néu
R 1a vanh giao hoén, két hop, théa man
diéu kién on dinh c6 hang nhiéu nhat
bang 1 va R chta 6 sao cho 1-6 kha
nghich thi @(GLg,., (R))<3. Céc két
qua chinh cta bai viét nay bao gom mo
ta nhdm con hodn ta cua nhém
Glgs,, (D) va dénh gia do rong hoén
tr cia no.

KY hiéu SLgg . (D) 12 tap hop gom
A A
0 1

o0

cac ma tran c6 dang ( j trong do

A eSL,(D) véi neN va A, la ma
tran cidp nxN. Chlng t6i chi ra rang
nfu D la vanh chia thi

SLgg... (D) =] GLgg... (D), Glgg.. (D) ]
trie truong hop D=F, va n=2. Hon
nta, @(Glgg,.(D))=1 néu D Ia

truong vO han hoic vanh chia c6 sb
chiéutdidala 4.

Trong bai bdo chung t6i ludon ky
hieu D la vanh chia, D" =D\{0},
D':[D*,D*] va 1,1, tuong tng la
cac ma tran don vi cap n va cip vo han.
2. N¢i dung

Pau tién, ching tdi can céc bo dé
sau day.

106

B6 dé 2.1. Cho D la vanh chia va
AeGL, (D). Néu A khdng la ma trgn
heéng thi ton tgi ma  trdn
T eGL, (D) sao cho TAT = XZY vdi

X'Y eUT,(D)va Z=diag(...,15s).
Hon nira, néu AeSLn(D) thi seD".

Vo

Chitng minh. B d& nay 1a truong
hop dic biét caa B6 dé 2.1 trong tai lidu
(Egorchenkova va Gordeev, 2019).m

Nhéc lai rang, hai phan tr a,beG
duoc goi 1 lién hop trong nhém G néu
ton tai g G sao cho b=gag™. Ménh
dé dudi day cho thay moi ma tran trong
nhém UT, (D) c6 thé viét thanh dang
hoén tu.

Ménh dé 2.2. Gia si vanh chia vo
han D hiu hgn chiéu trén tam va
AeT, (D). Néu cac phan tr trén
duwong chéo cua A la cac hoan tir thi
ton tgi B,CeT,(D) sao cho B lama
trdn dwong chéo, cap vO han véi céc
phan ti déi mét khong lién hop va
A=BCB'C'. Hon nira, néu
AeUT, (D) thi véi méi ma trdn dwong
chéo B thda man céc phan tir déi mét
khong lién hop, ton tei ma trdn
CeUT, (D) sao cho A=BCB™C™.

Ching minh: Ménh dé& 2.2 13 két
qua cua binh ly 1.1 trong tai li¢u (Bien
va nnk., 2023).m

Nhan xét 2.3.

1. Cho G la nhém va g eG. Néu
g 1a hoan tir thi voi moi he G, phan tir
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hgh™ ciing 1a hoan tir. That vay, gia sir
g=aba'b™ véi a,beG. Khi do, véi
mdi h e G, tathy ring

hgh™ =haba™b*h™

= (hah*)(nbh*)(hah™) " (hbh™*) ",

2. Cho H=RI®RIi®Rj®Rk la
vanh chia quaternion thuc. Khi d6, theo
(Wang, 1950) nhdm con hoan tir caa H
la tap hop H'={aba*b™| a,beH }|va
H‘:{a+bi+cj+dkeH*| a2+b2+c2+d2=1}.
m

Bay gio, ching toi chi ra két qua
chinh dau tién.

Ménh d@é 2.4. Cho D la vanh chia.
Khi do,

SLeg... (D) =[ GLeg.. (D),Glg... (D) ]
tree truong hop D=F, va n=2.

Chuzng minh

Néu D Ia trudng thi ménh d& nay
dugc suy ra te Binh ly 4 trong (Draxl,
1980) va binh ly 1.1 trong (Slowik,
2012). Bay gio, ta xét D la vanh chia
khong giao hoén. Xét
X,Y €GLgg (D). Khi d6, ton tai so

nguyén  duong n sa0  cho
X, X Y, Y

X=["1 "2lvay=|"' ?| trong
0 1, 0 1,

d6 XY, eGL, (D) va X,,Y, la cic
ma tran cap nxN. D& thiy

x—l — X IZ Y*l — Yl_l Y '2
1, )’ 0 1,

0

X
0
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véi X', Y', la cac ma tran cap nx N,

o5 3 )

XY XYz
0 L

Suy ra

XYX 1yt

_X1X2
Lo 1,

Voi

Yl YZ
0 1,

|

Z = XY XY L4 XY, X L+ XY, + X,

XX,
0 1

00

Y7y,
0 1

00

Dé yriang XYXY*eSL, (D), vi vay
XYX 'Y " €SLgg . (D) va
[GLrs...(D),Glgs.. (D) ] =Sk, (D).

Béy gio, ta gia st X €Sl (D).
Khi dé, ton tai sé6 nguyén duong n sao

2 Xl X2 7
cho X c¢6 dang X = 0 1 Voi
XleSLn(D).Beit

0 -1
Y = A vaZ = Lo XX .

0 1, 0 1,

Khi d6, X =YZ . Theo Binh ly 4 trong
tai lieu (Draxl, 1980) suy ra

X, €[GL,(D),GL,(D)]

Y €[ GLgg.. (D), Glgg.. (D) ].

Chon TeSL,(D) sao cho ma tran
(T —1,) kha nghich. Khi do,

T 0) (1, (T-1,) XX,
0 1) o 1

00
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|2 cac ma tran trong GLg, (D). Hon

IR

YZ €[ GLgg,. (D), Glgg.. (D) ].

nira,
T O

7 =
[

Vivay,

Do do,

SLgg... (D) <[ Glyg,.. (D),GLys.. (D).

Chung minh dugc hoan tit. m

Dé chi ra két qua chinh tiép theo,
ching t6i can bo dé dudi day. Y tuong
chang minh cua b dé nay duogc lay tir
chang minh ciia B6 dé 2.6 trong tai liéu
(Bien va nnk., 2023).

Bo dé 2.5. Cho D Ila vanh chia c6
tam F . Khi d6, moi phan tiz nam trong
tdm Z(SLgg,. (D)) i@ Slgg,, (D) €0

AL, 0 )
dang voi AeFND".
0 1

Chizng minh

Xét X €Z(SLgg,.(D)). Khi do,
X =21, véi AeF . Tacan chi ra ring
AeD'. Theo Ménh dé 2.4, ton tai
X Xgreoa X Y0 YooYy €Glgg . (D)
sao cho

X = XY, XY KOG XY XY

Gia sir ton tai s6 nguyén duong n thoa

X X Y, Y,
man X, =| va Y, L
0 0 1,

trong do Xil,Y.leGLn(D) vl moi

o0

1
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1<i<k.Khido, X;* vaY,™ lanhiing
ma tran co dang

X—l_ Xi1_1 X'iz Y—l_ Yil_l
! o 1 /) 0

véi X' .Y la cac ma tran co cép
nxN.Matran XY, XY, c6 dang

Xi Yi Xi_lYi_l Zi -
1 1 1 1 ,V(’).I
0 1

Y'*

I

1

00

XiYi Xi_lYi_l = (

Z. = XY, X, + XX,
XY, XY XY XY
Do d6, cac phan tir trén dudng chéo cua
XY XYY XN, X Y XY

déu thuoc D'. Nhu vay n phan tir dau
tién trén duong chéo cua ma tran X

o

0 1,
Bay gio, ching toi chi ra két qua
chinh cua bai viét nay.
Pinh ly 2.6. Cho D la vanh chia
quaternion thuc hodc la truong vo han.
Khi d6, @(GLgg., (D))=1.

déu thuoc D'. Do do, X

Vi LleFNnD'.m

Ching minh

Ta can chang minh mdi ma tran A
trong nhdm SL, . (D) déu la hoan ti
cua cac ma tran trong Gl , (D). Gia
sit AeSLeg . (D).

Truong hop 1. A la ma trgn vo
huéng. Theo B6 dé 2.5 ma tran A ¢6
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AL, 0 _
dang A= 0 1 v6i LeFnD"

Theo B6 dé 2.3, tdn tai b,c € D” sao cho
A=bcb’c. Vi vay, néu ta
datB =diag(b,...,b);C =diag(c,...,c)

PZ[X 0), Q:(zv X‘lTAZJ i
0 1, 0o 1

T 0 (T 0’1_P
0 1) l0 1 =PQ

Theo Nhan xét 2.3, dé chi ra A 1a hoan
ta, ta chi can chi ra PQ 1a hoén tur. Bé

0

thi 1 =BCB'C* va A= AL 0 . .

" "o 1) yring QeT,(D) la ma tran co tit ca
Dinh 1y 2.6 da duoc chi ra trong truong céc phan tir trén duong chéo 1a hoén tir
hop nay. a =hbcbct véi moi i>1. Theo

Ménh d& 2.2, tén tai ma tran duong

chéo, cAp vO han S véi céc phan tur d6i

mot khong lién hop va U €T, (D) sao

tai hai s6 nguyén duong phan biét i va  cho Q=SU'SU. R& rang

j saocho a; #0 hoac &; #a;. Giase  P'eUT, (D), lai theo Ménh d¢ 2.2,

A:(Ai Az]ESLRB,w(D) tbn tai VeT/(D) sao cho
0 L P'=SV'S™V .Suyra

Truong hop 2. A khong la ma trgn
vo huwong. Vi A khéng la ma tran vo
huéng trong nhom SL, (D), nén ton

trong do A eSLn(D). Pé y rang, ta co
thé chon n 16n hon i va j. Vi vay,
khéng mat tinh tong quat ta gia sur rang
A khong 1a ma tran vo huéng trong PQ= )

SL,(D). Theo BS ¢ 24, tn tai |Vl T oy sy ] ooy ]
T eGL, (D) sao cho TAT = XxzY vei D046 PQ lahoante. m
XY eUT, (D), Z=diag(L...1s)
vogi seD'. Do d6, néu dat

PQ=V'(s?) (V) s's?uisy
=V's (V) uisu.
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ABSTRACT

The goal of this paper is to decompose infinite matrices within the subgroup
GLRB’W(D) of the Vershik-Kerov group. Specifically, we describe the commutator

subgroup of GLRB’OO(D) when D is a division ring and show that a)(GLRB]w(D))=1
when D is either an infinite field or quaternion division ring.
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